
Πρόχειρες σηµειώσεις διαλέξεων

8η Εβδοµάδα

Γραµµικά Συστήµατα Πρώτης Τάξης

Η γενική µορφή ενός γραµµικού συστήµατος πρώτης τάξης είναι

(0.1)
dxi
dt

=
n∑

j=1

aij(t)xj + fi(t), i = 1, . . . , n,

ή, πιο αναλυτηκά

dx1
dt

= a11(t)x1 + a12(t)x2 + · · ·+ a1n(t)xn + f1(t),

dx2
dt

= a21(t)x1 + a22(t)x2 + · · ·+ a2n(t)xn + f2(t),

·
·
·

dxn
dt

= an1(t)x1 + an2(t)x2 + · · ·+ ann(t)xn + fn(t).

Θα συµβολίσουµε µε A(t) = (aij(t)) τον πίνακα συντελεστών του (0.1), δηλα-

δή

A(t) =


a11(t) a12(t) · · · a1n(t)
a21(t) a22(t) · · · a2n(t)

·
·
·

an1(t) an2(t) · · · ann(t)

 ,

µε

x(t) =


x1(t)
x2(t)
·
·
·

xn(t)


το διάνυσµα των άγνωστων συναρτήσεων και µε

f(t) =


f1(t)
f2(t)
·
·
·

fn(t)


το διάνυσµα των δεύτερων µέρων των εξισώσεων του συστήµατος (0.1). Χρησι-

µοποιώντας αυτούς τους συµβολισµούς ϑα ξαναγράψουµε την (0.1) σε µορφή

(0.2)
dx

dt
= A(t)x + f(t) ή x′ = A(t)x + f(t),

1
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εδώ παίρνουµε τα διανύσµατα ως στήλη και όχι ως γραµµή ε.ω. το γινόµενο

πίνακας επί διάνυσµα να µας δώσει το (0.1). Προφανώς το διάνυσµα µπορούµε

να το γράφουµε και ως στήλη και ως γραµµή. Στη συνέχεια ϑα υποθέτουµε

ότι οι aij(t) και fi(t) είναι συνεχείς συναρτήσεις στο [a, b]. Υπό αυτές τις

προϋποθέσεις αµέσως έχουµε το ϑεώρηµα ολικής ύπαρξης και µοναδικότητα

της λύσης για την (0.2) µε αρχικές συνθήκες

(0.3) x(t0) = c

αφού η

Φ(x, t) = A(t)x + f(t)

ικανοποιεί όλες τις συνθήκες του Θεωρήµατος 1.3 Κεφάλαιο 3. Πράγµατι,

όπως έχουµε ήδη διαπιστώσει στο προηγούµενο κεφάλαιο,

|Φ(x, t)−Φ(y, t)| ≤ K|x− y| ∀x,y ∈ Rn, µε K = max
t∈[a,b]

‖A(t)‖

όπου ‖A(t)‖ είναι το µέτρο (νόρµα) του πίνακα A. Αρα ισχύει το εξής

Θεώρηµα 0.1. Αν οι συναρτήσεις aij(t), fi(t), i, j = 1, ..., n είναι συνεχείς

στο |t − t0| ≤ T , τότε το πρόβληµα Cauchy (0.2), (0.3) έχει µία και µοναδική

λύση στο |t− t0| ≤ T .

Προφανώς, αν οι συναρτήσεις aij(t), fi(t) είναι συνεχείς σε όλο το R, τότε

υπάρχει µοναδική λύση στο |t− t0| < +∞ δηλαδή σε όλο το R.

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα ασχοληθούµε µε την κατασκευή της γενικής λύσης

της εξίσωσης (0.2). Πάντα ϑα υποθέτουµε ότι οι συναρτήσεις aij(t) και fi(t)
είναι συνεχείς στο διάστηµα όπου µελετάµε το σύστηµα, δηλαδή πληρούνται

οι υποθέσεις του Θεωρήµατος 0.1.

΄Οπως και για µια εξίσωση γενική λύση του συστήµατος (0.2) είναι ένας

τύπος που περιέχει όλες τις λύσεις του συστήµατος και η µερική (ή ειδική)

λύση είναι µία συγκεκριµένη λύση του συστήµατος (0.2).

Θα αναφέρουµε κάποιες έννοιες από την Γραµµική ΄Αλγεβρα οι οποίες ϑα

µας χρειαστούν στην µελέτη συστηµάτων µε σταθερούς συντελεστές. ΄Εστω

A ένας n × n πίνακας µε σταθερούς συντελεστές, δηλαδή όλα τα aij είναι

σταθερες. Με I συµβολίζεται ο µοναδιαίος πίνακας. Η ορίζουσα του πίνακα

A− kI την οπόια την συµβολίζουµε

det(A− kI) ή

∣∣A− kI∣∣
ονοµάζεται χαρακτηριστικό πολυώνυµο (ως προς k). Οι ϱίζες ki του χαρακτη-

ϱιστικού πολυωνύµου ονοµάζονται ιδιοτιµές του πίνακα και τα µη µηδενκά

διανύσµατα vi που επαληθεύουν το αλγεβρικό συστηµα

(A− kiI)vi = 0

ονοµάζονται ιδιοδιανύσµατα του πίνακα A που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή ki.
Το διάνυσµα vi ονοµάζεται γενικευµένο ιδιοδιάνυσµα τάξης m αν

(A− kiI)mvi = 0 ενώ (A− kiI)m−1vi 6= 0.

Αν ο πίνακας µε σταθερούς συντελεστές είναι συµµετρικός (ήτοι aij = aji
για i 6= j), τότε όλες οι ιδιοτιµές του είναι πραγµατικές και σε ιδιοτιµή πολ-

λαπλότητας m ≤ n αντιστοιχούν m γραµµικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα.
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Παρατηρούµε ότι αν έχουµε ένα συµµετρικό πίνακα 2× 2:

A =

(
a11 a12
a12 a22

)
µε διπλή ιδιοτηµή k0, τότε αναγκαστικά a11 = a22 και a12 = 0 δηλαδή ο

πίνακας είναι της µορφής (
a 0
0 a

)
.

Πράγµατι, για n = 2

det(A− kI) = k2 − (a11 + a22)k + a11a22 − a212.
Συνεπώς, για να είναι η ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου (ενός συµµε-

τρικού πίνακα 2× 2) διπλή πρέπει

(a11 − a22)2 + 4a212 = 0 ⇔ a11 = a22 και a12 = 0.

§ 1. Οµογενή Γραµµικά Συστήµατα

Αν f(t) ≡ 0, τότε λέµε ότι το σύστηµα (0.2) είναι οµογενές, αλλιώς λέµε ότι

το σύστηµα είναι µη οµογενές. Θεωρούµε το οµογενές σύστηµα

(1.1)
dx

dt
−Ax = 0,

΄Εστω έχουµε m λύσεις του (1.1)

x[1](t) =



x
[1]
1 (t)

x
[1]
2 (t)
·
·
·

x
[1]
n (t)


, · · · , x[m](t) =



x
[m]
1 (t)

x
[m]
2 (t)
·
·
·

x
[m]
n (t)


.

Τότε η (διανυσµατική) συνάρτηση

m∑
k=1

Ckx
[k](t)

ονοµάζεται γραµµικός συνδυασµός των λύσεων αυτών. Εδώ C1, . . . , Cm είναι

αυθαίρετες σταθερές. Πιο αναλυτηκά

m∑
k=1

Ckx
[k](t) =



∑m
k=1Ckx

[k]
1 (t)∑m

k=1Ckx
[k]
2 (t)

·
·
·∑m

k=1Ckx
[k]
n (t)


=



C1x
[1]
1 (t) + · · ·+ Cmx

[m]
1 (t)

C1x
[1]
2 (t) + · · ·+ Cmx

[m]
2 (t)

·
·
·

C1x
[1]
n (t) + · · ·+ Cmx

[m]
n (t)


.

Θεώρηµα 1.1. Ο γραµµικός συνδυασµός λύσεων του οµογενούς συστήµατος

είναι επίσης λύση αυτού του συστήµατος.

Απόδειξη. ΄Εστω έχουµε m λύσεις του οµογενούς συστήµατος δηλαδή

dx
[k]
i

dt
−

n∑
j=1

aijx
[k]
j = 0, i = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m.
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Αντικαθιστούµε το x(t) µε
∑m

k=1Ckx
[k]

στην (1.1)

d

dt

m∑
k=1

Ckx
[k] −A

m∑
k=1

Ckx
[k] =

m∑
k=1

Ck(
dx[k]

dt
−Ax[k]) = 0,

η τελευταία ισότητα ισχύει επειδή κάθε x[k]
είναι λύση της (1.1).

�

Θεώρηµα 1.2. Αν η x(t) = u(t) + iv(t) είναι λύση του οµογενούς συστήµα-

τος τότε και το πραγµατικό µερος u(t) και το ϕανταστικό µέρος v(t) είναι επίσης

λύσεις αυτού του συστήµατος.

Απόδειξη. ΄Εχουµε

0 =
dx

dt
−Ax = (

du

dt
−Au) + i(

dv

dt
−Av),

άρα

du

dt
−Au = 0,

dv

dt
−Av = 0.

Ορισµός. ∆ιανυσµατικές συναρτήσεις x[k](t), k = 1, . . . ,m ονοµάζονται

γραµµικά εξαρτηµένες σε ένα διάστηµα, αν υπάρχουν σταθερές C1, . . . , Cm,

ανάµεσα στις οποίες τουλάχιστον µια είναι διάφορη του µηδενός, τέτοιες ώστε

στο διάστηµα αυτό λαµβάνει χώρα η ταυτότητα :

m∑
k=1

Ckx
[k](t) ≡ 0.

Αλλιώς, ονοµάζονται γραµµικά ανεξάρτητες.

Η ορίζουσα

W (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x
[1]
1 (t) · · ·x[n]1 (t)

x
[1]
2 (t) · · ·x[n]2 (t)

· · ·
· · ·
· · ·

x
[1]
n (t) · · ·x[n]n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ονοµάζεται Βρονσκιανή του συστήµατος διανυσµατικών συναρτήσεων

x[1], . . . , x[n].

�

Θεώρηµα 1.3. Αν οι x[1](t), . . . ,x[n](t) είναι γραµµικά εξαρτηµένες σε ένα

διάστηµα, τότε η Βρονσκιανή στο διάστηµα αυτό ισούται µε µηδέν.

Απόδειξη. Από την Γραµµική ΄Αλγεβρα γνωρίζουµε ότι εάν ένας πίνακας

έχει γραµµικά εξαρτηµένες γραµµές ή στήλες, τότε η ορίζουσά του ισούται µε

µηδέν. Το ϑεώρηµα είναι άµεσο πόρισµα αυτού του ισχυρισµού.

�

Θεώρηµα 1.4. Αν η Βρονσκιανή των (διανυσµατικών) συναρτήσεων

x[1](t), . . . ,x[n](t),

οι οποίες είναι λύσεις του (1.1) σε ένα διάστηµα (a, b), µηδενίζεται σε κάποιο

σηµείο t = t0 ∈ [a, b], τότε οι x[1], . . . ,x[n]
είναι γραµµικά εξαρτηµένες στο

διάστηµα αυτό.
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Απόδειξη. ΄Εστω W (t0) = 0. Τότε τα διανύσµατα x[1](t0), . . . ,x
[n](t0)

είναι γραµµικά εξαρτηµένα, εποµένως υπάρχουν τέτοιες σταθερές C∗1 , . . . , C
∗
n,

ανάµεσα στις οποίες τουλάχιστον µια είναι διάφορη του µηδενός, ώστε

n∑
k=1

C∗kx[k](t0) = 0.

Κατασκευάζουµε την

(1.2) x∗(t) =

n∑
k=1

C∗kx[k](t).

΄Εχουµε αποδείξει (ϐλ. Θεώρηµα 1.1) ότι η (1.2) είναι λύση του συστήµατος

(1.1) και στο t = t0, x∗(t0) = 0. Από το ϑεώρηµα µοναδικότητας προκύπτει

ότι υπάρχει µόνο µια συνάρτηση, η οποία ικανοποιεί την αρχική συνθήκη

x∗(t0) = 0. Είναι προφανές ότι αυτή η συνάρτηση είναι η µηδενική συνάρτη-

ση, εποµένως
n∑

k=1

C∗kx[k](t) ≡ 0, t ∈ [a, b].

�

Πόρισµα 1. Αν η Βρονσκιανή µηδενίζεται σε ένα σηµείο t0 ∈ [a, b], τότε

είναι µηδέν σε όλο το διάστηµα [a, b]. Υπενθυµίζω ότι το [a, b] είναι το διάστηµα

ύπαρξης των x[1](t), . . . , x[n](t).

Παρατηρούµε ότι το Θεώρηµα 1.4 και το άνω Πόρισµα 1 ισχύουν µόνο

για Βρονσκιανές των διανυσµατικών συναρτήσεων που αποτελούν λύσεις του

συστήµατος (1.1).

Ορισµός. Το σύστηµα n γραµµικά ανεξάρτητων λύσεων του συστήµατος

dx

dt
= Ax

ονοµάζεται ϑεµελιώδες σύστηµα λύσεων.

Θεώρηµα 1.5. Θεµελιώδη συστήµατα λύσεων υπάρχουν.

Απόδειξη. Θα επιλέξουµε n2 αριθµούς γ
[k]
i τέτοιους ώστε

(1.3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
γ
[1]
1 · · · γ[n]1

γ
[1]
2 · · · γ[n]2
· · ·

γ
[1]
n · · · γ[n]n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Μπορούµε να ικανοποιήσουµε την (1.3) ϑέτοντας π.χ.:

γ
[k]
i =

{
0, i 6= k,
1, i = k.

Θα κατασκευάσουµε n λύσεις x[k]
, οι οποίες παίρνουν στο σηµείο t = t0 τις

τιµές

x
[k]
i (t0) = γ

[k]
i , i = 1, . . . , n.

Αφού στο t = t0 η Βρονσκιανή έχει την µορφή (1.3) και διαφέρει από το µηδέν,

άρα ϑα πάρουµε n γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.4

(Πόρισµα 1).

�



6

Θεώρηµα 1.6. ΄Εστω ότι x[k](t), k = 1, . . . , n είναι ϑεµελιώδες σύστηµα

λύσεων του (1.1). Τότε οποιαδήποτε λύση του (1.1) µπορεί να παρασταθεί ως

γραµµικός συνδυασµός των x[k](t), µε κατάλληλες σταθερές Ck, δηλαδή σε

µορφή

x(t) =

n∑
k=1

Ckx
[k](t).

Απόδειξη. ΄Εστω x̃(t) = (x̃1(t), ..., x̃n(t)) είναι µια λύση του συστήµατος

(1.1). Σε κάποιο σηµείο t0 του πεδίου ορισµού της η λύση αυτή παίρνει

κάποια τιµή, έστω c0 = (c01, ..., c0n), δηλαδή

(x̃1(t0), ..., x̃n(t0)) = (c01, ..., c0n).

ΑφούW (t0) 6= 0, έχουµε ότι x[k](t0), k = 1, . . . , n είναι γραµµικά ανεξάρτητα

διανύσµατα, εποµένως υπάρχουν τέτοιες σταθερές C∗k , k = 1, . . . , n ώστε

c0 =
n∑

k=1

C∗kx[k](t0).

Παίρνουµε τη συνάρτηση

x∗(t) =
n∑

k=1

C∗kx[k](t).

Η x∗(t) είναι γραµµικός συνδυασµός λύσεων του συστήµατος (1.1), άρα είναι

λύση αυτού του συστήµατος. Λόγω κατασκευής x∗(t0) = c0, άρα οι συναρτή-

σεις x̃(t) και x∗(t) λύνουν το ίδιο πρόβληµαCauchy και από την µοναδικότητα

της λύσης του προβλήµατος Cauchy αµέσως προκύπτει x∗(t) ≡ x̃(t), συνεπώς

x̃(t) =
n∑

k=1

C∗kx[k](t).

�

Με άλλα λόγια το Θεώρηµα 1.6 µας λέει ότι η γενική λύση του (1.1) είναι ο

γραµµικός συνδυασµός των συναρτήσεως του ϑεµελιωδους συστήµατος.

Θυµίζουµε ότι η γενική λύση του συστήµατος (1.1) είναι ένας τύπος που

περιέχει όλες τις λύσεις του (1.1) και η µερική (ή ειδική) λύση του (1.1) είναι

κάποια λύση του.

§ 2. Μη Οµογενή Γραµµικά Συστήµατα

Θεώρηµα 2.1. ΄Εστω ότι η ϕ̄(t) είναι µερική λύση του συστήµατος

(2.1)
dx

dt
= Ax + f

και x[k](t), k = 1, . . . , n είναι το ϑεµελιώδες σύστηµα λύσεων του (1.1). Τότε

οποιαδήποτε λύση του συστήµατος (2.1) µπορεί να παρασταθεί σε µορφή

(2.2) x(t) =

n∑
k=1

Ckx
[k](t) + ϕ̄(t), ϕ̄ = (ϕ1, ..., ϕn)

µε κατάλληλη επιλογή των σταθερών Ck.
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Απόδειξη. ΄Εστω x̃(t) = (x̃1(t), ..., x̃n(t)) είναι µια τυχαία λύση του (2.1)

και έστω c0 = (c01, ..., c0n) είναι η τίµη της σε ένα σηµείο t0 του πεδίου

ορισµού της :

(x̃1(t0), ..., x̃n(t0)) = (c01, ..., c0n).

Θέλουµε να ϐρούµε κατάλληλες σταθερές Ck ε.ω. η x̃(t) να γράφεται σε

µορφή (2.2). Θεωρούµε το εξής αλγεβρικό σύστηµα

C1x
[1]
1 (t0) + C2x

[2]
1 (t0) + · · ·+ Cnx

[n]
1 (t0) = −ϕ1(t0) + c01,

C1x
[1]
2 (t0) + C2x

[2]
2 (t0) + · · ·+ Cnx

[n]
2 (t0) = −ϕ2(t0) + c02,

· · ·
C1x

[1]
n (t0) + C2x

[2]
n (t0) + · · ·+ Cnx

[n]
n (t0) = −ϕn(t0) + c0n.

ΑφούW (t0) 6= 0, υπάρχει µοναδική (προφανώς µη µηδενική) λύσηC∗1 , ..., C
∗
n.

Θεωρούµε τη συνάρτηση

(2.3) x∗(t) =
n∑

k=1

C∗kx[k](t) + ϕ̄(t)

ή, γράφοντας ανά συνιστώσα,

x∗1(t) = C1x
[1]
1 (t) + C2x

[2]
1 (t) + · · ·+ Cnx

[n]
1 (t) + ϕ1(t),

x∗2(t) = C1x
[1]
2 (t) + C2x

[2]
2 (t) + · · ·+ Cnx

[n]
2 (t) + ϕ2(t),

· · ·
x∗n(t) = C1x

[1]
n (t) + C2x

[2]
n (t) + · · ·+ Cnx

[n]
n (t) + ϕn(t).

΄Ευκολα διαπιστώνουµε ότι η x∗(t) είναι λύση του (2.1) η οποία στο t0 ισούται

µε c0, το ίδιο ισχύει και την x̃(t), άρα από την µοναδικότητα της λύσης του

προβλήµατος Cauchy έχουµε x∗(t) ≡ x̃(t), τουτέστιν

x̃(t) =
n∑

k=1

C∗kx[k](t) + ϕ̄(t).

�


